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1 Az e´rtekeze´s ta´rgya e´s elo˝zme´nyei
Sza´mos elme´leti e´s numerikus mo´dszer alkalmazhato´ folyade´kok a´ramla´si jellemzo˝inek
vizsga´lata´ra e´s arra, hogy meghata´rozzuk, milyen hata´st gyakorolnak a gya´rta´si folyamat-
ra e´s a ge´pszerkezetek mu˝ko¨de´se´re. Komplex, a gya´rta´si folyamatokra e´rve´nyes predikt´ıv
modellek a´ltala´ban nem ismertek, a gyakorlat nagyobb re´szt empirikus. A fizikai e´s mate-
matikai modellek azonban elo˝seg´ıtik, hogy betekinte´st nyerju¨nk a ge´pelemek mu˝ko¨de´se´be e´s
a ve´gterme´kre hata´ssal b´ıro´ folyade´k a´ramla´stani jellemzo˝ibe. Fontos, hogy megismerju¨k az
alapegyenletek e´s a peremfelte´telek a´ltal meghata´rozott folyade´ka´ramla´si mechanizmusokat
e´s az egyes parame´terek hata´sa´t, hogy befolya´solni tudjuk azok hata´sa´t.
Kene´s, terjede´s, polimer bevonat ke´sz´ıte´s e´s a polimer feldolgoza´s, ve´kony film elo˝a´ll´ıta´s
e´s o¨nte´s, valamennyi fontos alkalmaza´si teru¨lete a szila´rd felu¨let melletti a´ramla´snak. Az el-
mozdulo´ ge´pelemek hata´rfelu¨letei ko¨zo¨tt a keno˝anyagok rugalmas kapcsolatot teremtenek,
amelyek a tribolo´giai rendszer parame´tereito˝l fu¨ggo˝en fejtik ki hata´sukat. A korszeru˝
keno˝olajok alapolajbo´l e´s 0,01-30 % ko¨zo¨tti koncentra´cio´ban ku¨lo¨nbo¨zo˝ funkcio´ju´ adale´k
anyagokbo´l a´llnak. A kene´si ko¨ru¨lme´nyek – a nyoma´s, a ho˝me´rse´klet, a ny´ıra´si sebesse´g –
jelento˝sen befolya´solja´k a felu¨leten leja´tszo´do´ fizikai e´s ke´miai folyamatokat [52]. Az 1960-as
e´vekto˝l kezdve sze´les ko¨rben elterjedt, hogy az alapolajokhoz adale´kokat adnak, ı´gy jav´ıtva
a keno˝anyagoknak a felhaszna´la´s szempontja´bo´l fontos tulajdonsa´gait. A keno˝olajok egyik
legfontosabb tulajdonsa´ga´t, a megk´ıva´nt viszkozita´st polimerek hozza´ada´sa´val e´rik el [10],
[12], [71]. A polimer e´s az olaj oldatainak mechanikai tulajdonsa´ga, a polimer viszkozita´st
no¨velo˝ hata´sa a polimer adale´k jellemzo˝ito˝l fu¨gg. Ezek az oldatok viszkozita´s szem-
pontja´bo´l nem-newtoni viselkede´st mutatnak az a´sva´nyi olajakkal ellente´tben, melyeket
newtoni folyade´knak lehet tekinteni. A keno˝olajok viszkozita´sa´nak jellemze´se´re a mo-
dell egyszeru˝se´ge miatt a nem-newtoni hatva´ny to¨rve´nyt alkalmazza´k [54], [62], [63], [64],
[65]. Napjainkban a tribolo´gia egyik gyakran vizsga´lt teru¨lete a nem-newtoni hata´snak
a keno˝anyag a´ramla´si jellemzo˝kre gyakorolt befolya´sa keno˝filmek [54], [56], [62], [63], nyo-
mott csapa´gyak [64], [65], siklo´csapa´gyak [71], [58], [80] e´s go¨rgo˝scsapa´gyak [68], [69] esete´n.
Az alapegyenletek e´s a peremfelte´telek bonyolultsa´ga miatt analitikus mo´dszerek a felada-
tok megolda´sa´ra csak nagyon keve´s gyakorlati esetben alkalmazhato´k. Eze´rt numerikus
sza´mı´ta´sok ege´sz´ıtik ki a k´ıse´rleti eredme´nyeket. Ba´r a numerikus elja´ra´sok sze´les ko¨rben
elterjedtek, az analitikus megolda´sok rendk´ıvu¨l e´rte´kesek, mivel a´ltaluk numerikus model-
lek igazolhato´k, az a´ramla´si mechanizmusokra alapveto˝ informa´cio´kat nyu´jtanak e´s meny-
nyise´gi eredme´nyeket is adnak az egyes komponensekre. Az elme´leti vizsga´latok elo˝nye a
k´ıse´rleti mo´dszerekkel szemben, hogy a parame´terek e´s a felte´telek egyszeru˝en e´s gyorsan
kontrolla´lhato´k. Analitikus megolda´sok azonban csak bizonyos folyamatok egyszeru˝s´ıtett
modelljeire nyerheto˝k.
Az e´rtekeze´s ilyen modellek kifejleszte´se´re ira´nyulo´ kutata´saim eredme´nyeit foglalja
o¨ssze. Az e´rtekeze´sben a modell fela´ll´ıta´sa sora´n azzal a felteve´ssel e´lu¨nk, hogy az a´ramla´s
lamina´ris, a folyade´k (pl. keno˝olaj) nem o¨sszenyomhato´ e´s viszkozita´s tekintete´ben pedig
nem-newtoni, hatva´nyto¨rve´ny szerinti viselkede´st mutat.
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Prandtl elme´lete´nek alkalmaza´sa´val a Navier-Stokes-egyenletek egyszeru˝bb alaku´ diffe-
rencia´legyenletekre reduka´lhato´k, amelyeket hata´rre´teg egyenleteknek nevezu¨nk [57]. Mı´g
a Navier-Stokes-egyenletek elliptikusak, a hata´rre´teg egyenletek parabolikusak, amelyekre
tova´bbi egyszeru˝s´ıte´sek alkalmazhato´k (la´sd pl. [4], [5], [34], [35], [60]). A Prandtl-
fe´le hata´rre´teg elme´let szerint a szila´rd felu¨let e´s a folyade´k viszonylagos mozga´sakor az
a´ramla´si te´r ke´t tartoma´nyra oszthato´. Az egyik a szila´rd felu¨let ko¨rnyezete´ben kialakulo´
ve´kony hata´rre´teg, amelyben a su´rlo´da´s jelento˝s szerepet ja´tszik. A hata´rre´tegen k´ıvu¨l
eso˝ tartoma´nyban a su´rlo´da´s elhanyagolhato´, a mozga´s az idea´lis folyade´kokra e´rve´nyes
to¨rve´nyek szerint megy ve´gbe. A fal melletti re´tegben a newtoni, vagy nem-newtoni
viszko´zus feszu¨ltse´gek ja´tszanak szerepet, mı´g a hata´rre´tegen k´ıvu¨l ezek a feszu¨ltse´gek
elhanyagolhato´k a ny´ıro´sebesse´g kis e´rte´kei miatt. A hata´rre´teg a´ltala´ban igen ve´kony
az ”objektum” me´rete´hez viszony´ıtva. Prandtl arra a ko¨vetkeztete´sre jutott, hogy kis
viszkozita´s esete´n a sebesse´g kis ta´volsa´gon belu¨l gyorsan va´ltozik az a´ramla´sba helyezett
felu¨letre mero˝leges ira´nyban, azaz a hata´rre´tegben a sebesse´g gradiens igen nagy. Prandtl
elme´lete´vel a Navier-Stokes-egyenletek a hata´rre´tegben egyszeru˝bb alakra hozhato´k, ezek
az u´n. hata´rre´teg egyenletek [5].
A kene´selme´letben a hidrodinamikai hata´st k´ıse´rleti u´ton elo˝szo¨r Tower mutatta ki
1883-ban [40], [73]. Az o˝ eredme´nyeire alapozva Reynolds dolgozta ki a hidrodinamikai
kene´selme´letet, felte´telezve, hogy a ko¨zeg viszko´zus e´s nem-newtoni. A mozgo´ felu¨let e´s a
keno˝anyag egyes re´tegei ko¨zo¨tti relat´ıv mozga´sra a keno˝anyag viszkozita´sa van hata´ssal.
Egy ve´kony hata´rre´tegben megbecsu¨lheto˝ a fal melletti ny´ıro´feszu¨ltse´g e´s abbo´l a fali
csu´sztato´feszu¨ltse´g a´ltal okozott su´rlo´da´si ellena´lla´s. Ez az ellena´lla´s ero˝ fu¨gg a folyade´k
tulajdonsa´gaito´l, a folyade´kba helyezett objektum alakja´to´l, me´rete´to˝l e´s sebesse´ge´to˝l. A
hidrodinamikus csapa´gy a kene´selme´let leggyakrabban haszna´lt alkalmaza´sa. A csapa´gyban
a su´rlo´da´si vesztese´get a keno˝film ny´ıra´sa ide´zi elo˝. A siklo´csapa´gyak mu˝ko¨de´se sora´n
leheto˝leg a hidrodinamikai kene´sa´llapot biztos´ıta´sa´ra to¨rekszenek, amikor fe´mes e´rintkeze´s
nem jo¨n le´tre e´s a su´rlo´da´si ellena´lla´s nagyon kicsi.
Az idealiza´lt newtoni viszko´zus, a´llando´ sebesse´ggel a´ramlo´ ko¨zegben kialakulo´
hata´rre´teg vizsga´lata v´ızszintes felu¨let felett a folyade´kok mechanika´ja egyik legismer-
tebb proble´ma´ja, melynek analitikus megolda´sa a mu´lt sza´zad eleje´re nyu´lik vissza e´s
Heinrich Blasius neve´hez fu˝zo˝dik [15]. A jelense´g le´ıra´sa´ra szolga´lo´ ke´t parcia´lis differen-
cia´legyenletbo˝l a´llo´ rendszert egy ko¨zo¨nse´ges differencia´legyenlette´ transzforma´lta, melyet
Blasius-egyenletnek nevezu¨nk [15].
A mozga´segyenlethez egzakt megolda´st adni igen nehe´z, so˝t ne´ha me´g egyszeru˝ geo-
metria e´s konstansnak tekintett folyade´k jellemzo˝k esete´n is lehetetlen. Numerikus
megolda´sok alkalmazhato´ak, azonban ha analitikus le´ıra´sra van szu¨kse´g, akkor a ko¨zel´ıto˝
mo´dszerek is gyakran bizonyulnak hasznosnak.
Tapasztalat szerint a folyade´kok jelento˝s re´sze nem-newtoni viselkede´st mutat (pl.
keno˝anyagok, mu˝anyag olvade´kok e´s ku¨lo¨nbo¨zo˝ zagyok). Ilyen anyagokna´l a τ
ny´ıro´feszu¨ltse´g e´s a ∂u/∂y ny´ıro´sebesse´g ko¨zo¨tti viszonyt a τ = µapp∂u/∂y egyenlo˝se´ggel
jellemzik a µapp la´tszo´lagos viszkozita´st alkalmazva. Nem-newtoni folyade´kok reolo´giai
jellemze´se´re leggyakrabban haszna´lt modell a
µapp = K
∣∣∣∣∂u∂y
∣∣∣∣n−1 ,
2
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u´n. Ostwald-de Waele hatva´nyto¨rve´ny modell, amelyne´l a ny´ıro´feszu¨ltse´g e´s a ny´ıro´sebesse´g
kapcsolata a
τ = K
∣∣∣∣∂u∂y
∣∣∣∣n−1 ∂u∂y
o¨sszefu¨gge´ssel adott, ahol K a konzisztencia a´llando´ e´s n a folya´si kitevo˝, vagy
hatva´nykitevo˝ [14]. Az 0 < n < 1 eset a pszeudo-plasztikus folyade´knak (pl. keno˝anyagok,
polimerek), az n > 1 eset a dilata´ns folyade´knak (pl. zagyok) felel meg. Ha n = 1, akkor a
newtoni ko¨zegre e´rve´nyes o¨sszefu¨gge´st kapjuk [46].
Az 1960-as e´vekben Schowalter [61], ill. Acrivos, Shah e´s Peterson [1] adta´k
meg a hatva´nyto¨rve´nnyel jellemzett nem-newtoni ko¨zegben a hata´rre´teg egyenleteket.
O¨sszenyomhatatlan, nem-newtoni ko¨zegben s´ıklappal pa´rhuzamos, atto´l ta´vol, a zavar-
talan a´ramla´sban U∞ sebesse´gu˝, lamina´ris a´ramla´sban a folytonossa´gi e´s a mozga´segyenlet
az ala´bbi alakkal ı´rta´k fel:
∂u
∂x
+
∂v
∂y
= 0,(1.1)
ρ
(
u
∂u
∂x
+ v
∂u
∂y
)
= ρU∞
dU∞
dx
+K
∂
∂y
(∣∣∣∣∂u∂y
∣∣∣∣n−1 ∂u∂y
)
.(1.2)
Az egyenletrendszerhez a szila´rd felu¨leten, e´s atto´l ta´vol a sebesse´g-komponensekre
felte´teleket ı´runk elo˝:
- a tapada´s to¨rve´nye´nek e´rve´nyesu¨le´se´t felte´ve u(x, 0) = 0 ro¨gz´ıtett felu¨letre e´s u(x, 0) = Uw
az Uw sebesse´ggel x ira´nyban mozgo´ felu¨letre, ahol Uw > 0, ha a felu¨let a −x ira´nyban
mozog;
- v(x, 0) = 0 a´t nem ereszto˝ felu¨let e´s v(x, 0) = vw(x) a´tereszto˝ (permea´bilis) felu¨let esete´n,
ahol vw az a felu¨leten a´ta´ramlo´ ko¨zeg sebesse´get jelo¨li;
- a felu¨letto˝l ta´vol lim
y→∞
u (x, y) = U∞, ha a ko¨zeg x ira´nyu´ a´ramla´si sebesse´ge U∞ e´s
lim
y→∞
u (x, y) = 0 nyugvo´ ko¨zeg esete´n.
Newtoni ko¨zegre a parcia´lis differencia´legyenlet rendszerrel adott matematikai modellre
sok esetben hasznos volt a megolda´sok vizsga´lata sora´n a hasonlo´sa´gi va´ltozo´k bevezete´se
(l. Schlichting e´s Gersten [60]). Az e´rtekeze´sben nem-newtoni hatva´nyko¨zeg esete´n az
(1.1), (1.2) egyenletrendszer numerikus e´s analitikus megolda´sainak elo˝a´ll´ıta´sa´ra e´s az
a´ramla´stani jellemzo˝k va´ltoza´sa´nak vizsga´lata´ra alkalmazunk hasonlo´sa´gi transzforma´cio´t.
Az 5. fejezetben a ho˝me´rse´klet va´ltoza´sa´nak hata´sa´t is figyelembe vesszu¨k, ekkor a foly-
tonossa´gi- e´s a mozga´segyenletekhez me´g az energiaegyenlet ja´rul; a termikus e´s hidrodi-
namikai hata´rre´teg jellemzo˝it pedig a Marangoni-konvekcio´ e´s konvekt´ıv felu¨leti felte´tel
mellett elemezzu¨k. Megvizsga´ljuk a nem-newtoni hata´st kifejezo˝ n kitevo˝ hata´sa´t a
hidrodinamikai hata´rre´tegben a sebesse´geloszla´sra, a hata´rre´teg vastagsa´ga´ra, valamint az
ellena´lla´ste´nyezo˝re, a felu¨leti ny´ıro´feszu¨ltse´gre, ill. a felu¨leti su´rlo´da´si te´nyezo˝ kifejeze´se´ben
szereplo˝ parame´terekre, valamint a termikus hata´rre´teg jellemzo˝it a fizikai parame´terek
fu¨ggve´nye´ben.
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Az e´rtekeze´sben szereplo˝ eredme´nyek to¨bbse´ge publika´cio´kban ma´r megjelent. A leg-
fontosabb eredme´nyeimet az e´rtekeze´sben szereplo˝ fejezetek szerinti feloszta´sban is-
mertetem az ala´bbiakban.
Az e´rtekeze´s 2.2 fejezete´ben ke´tdimenzio´s staciona´rius, izotermikus, lamina´ris
hata´rre´teg a´ramla´sa´t vizsga´ltam a´llando´ U∞ zavartalan hozza´a´ramla´si sebesse´gne´l. A´t nem
ereszto˝, a´llo´, csu´sza´smentes felu¨letet felte´telezve a felu¨leten, ill. atto´l ta´vol az (1.1), (1.2)
egyenletekhez ja´rulo´ peremfelte´telek:
(2.3) u (x, 0) = 0, v (x, 0) = 0, lim
y→∞
u (x, y) = U∞.
Bevezetve a ψ a´ramfu¨ggve´nyt az
u =
∂ψ
∂y
, v = −∂ψ
∂x
egyenletekkel az (1.1) folytonossa´gi egyenlet automatikusan teljesu¨l e´s az (1.2) egyenlet az
ala´bbi alakba hozhato´:
∂ψ
∂y
∂2ψ
∂y∂x
− ∂ψ
∂x
∂2ψ
∂y2
=
K
ρ
∂
∂y
[∣∣∣∣∂2ψ∂y2
∣∣∣∣n−1 ∂2ψ∂y2
]
.
Megmutattam, hogyha a ψ a´ramfu¨ggve´nyt, valamint az η e´s f hasonlo´sa´gi va´ltozo´kat a
(2.4) ψ(x, y) = (K/ρ)
1
n+1U
2n−1
n+1∞ x
1
n+1f(η), η = (K/ρ)−
1
n+1U
2−n
n+1∞ yx−
1
n+1
alakban vesszu¨k fel, akkor az (1.1), (1.2) e´s (2.3) helyett az(
|f ′′|n−1 f ′′
)′
+
1
n+ 1
ff ′′ = 0,(2.5)
f(0) = 0, f ′(0) = 0, lim
η→∞
f ′(η) = 1,(2.6)
nemlinea´ris ko¨zo¨nse´ges differencia´legyenlet pereme´rte´k feladata ado´dik, ahol a deriva´ltak
az η va´ltozo´ szerinti deriva´ltat jelo¨lik. Ha n = 1, akkor (2.5) a Blasius-egyenlettel egyezik
meg, amely az n = 2 eset kive´tele´vel nemlinea´ris. Ekkor a megolda´s explicit alakban
elo˝a´ll´ıthato´ (l. Liao [47]); n = 1 esete´n pedig (2.5) e´s (2.6) pereme´rte´k feladat a jo´l ismert
Blasius-feladattal egyezik meg. Teha´t (2.5) e´s (2.6) a Blasius-feladat egy a´ltala´nos´ıta´sa,
melyet a´ltala´nos´ıtott Blasius-feladatnak neveznek [13]. Ekkor a sebesse´gkomponensek η e´s
f alkalmaza´sa´val kifejezheto˝k
u(x, y) = U∞f ′(η), v(x, y) = v∗(x) [ηf ′(η)− f(η)] ,
ahol
v∗(x) =
U∞
n+ 1
Re
− 1
n+1
x e´s Rex =
ρU2−n∞ x
n
K
.
Az f fu¨ggve´ny ismerete´ben kapott f ′′(0) = γ, a fal melletti sebesse´ggradiens, amelynek
meghata´roza´sa vizsga´lataink egyik fo˝ ce´lja. Az a´ramla´sba helyezett testre hato´, a zavartalan
4
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hozza´a´ramla´s sebesse´ge´vel pa´rhuzamos ellena´lla´s ero˝ re´sze a felu¨leti su´rlo´da´sbo´l sza´rmazo´
ero˝, amelynek meghata´roza´sa´hoz a CD,τ dimenzio´mentes ellena´lla´s te´nyezo˝t haszna´ljuk,
melynek e´rte´ke az adott peremfelte´telek mellett fu¨gg a Reynolds sza´mto´l. Az a´ltalunk
vizsga´lt γ e´rte´kkel tudjuk meghata´rozni az ellena´lla´s te´nyezo˝ fali csu´sztato´feszu¨ltse´gbo˝l
sza´rmazo´ re´sze´t:
CD,τ = (n+ 1)
1
n+1 Re
−n
n+1 |γ|n−1 γ,
a fal melletti ny´ıro´feszu¨ltse´get:
(2.7) τw(x) =
[
ρnKU3n∞ x
−n] 1n+1 |γ|n−1 γ
e´s a felu¨leti su´rlo´da´si te´nyezo˝t.
A pereme´rte´k feladatok analitikus e´s numerikus megolda´sa nehe´z, a megolda´sok sok
esetben nem is egye´rtelmu˝ek. A 2.1 fejezetben az n = 1 esetre ismertetett To¨pfer-mo´dszert
[74] a´ltala´nos´ıtottam tetszo˝leges n folya´si kitevo˝re. A (2.5), (2.6) pereme´rte´k feladatot
a´talak´ıtottam a
(2.8)
(
|g′′|n−1 g′′
)′
+
1
n+ 1
gg′′ = 0, g(0) = 0, g′(0) = 0, g′′(0) = 1
kezdetie´rte´k feladatta´, amely egye´rtelmu˝en megoldhato´. Innen
f(η) = γ(2n−1)/3g
(
γ(2−n)/3η
)
,
amely n = 1 esete´n megegyezik a To¨pfer-fe´le transzforma´cio´val [74]. Az f ′′(0) = γ fal
melletti sebesse´ggradiens a g megolda´sbo´l sza´mı´thato´:
γ = lim
η∗→∞
[g′(η∗)]−
n+1
3 .
A (2.8) kezdetie´rte´k feladat megolda´saibo´l kapjuk meg f -re a megolda´sokat.
1. Te´zis Hatva´nyko¨zegben kialakulo´ hata´rre´teg a´ramla´st le´ıro´ (1.1) folytonossa´gi-
e´s (1.2) mozga´segyenletet a (2.4) szerinti hasonlo´sa´gi va´ltozo´k bevezete´se´vel a (2.5)
ko¨zo¨nse´ges differencia´legyenletre, az u´n. a´ltala´nos´ıtott Blasius-egyenletre transzforma´ltam.
A pereme´rte´k feladat megolda´sa´hoz a To¨pfer-fe´le transzforma´cio´t a´ltala´nos´ıtottam e´s ı´gy a
(2.8) kezdetie´rte´k feladat megolda´sait kerestem meg ku¨lo¨nbo¨zo˝ n kitevo˝kre. Az ı´gy kapott
megolda´sok ismerete´ben vizsga´ltam az n hatva´nykitevo˝nek a sebesse´g-komponensekre gyako-
rolt hata´sa´t. Az f ′(η) = u(x, y)/U∞, v(x, y)/v∗(x) = ηf ′(η) − f(η) sebesse´g-profilokbo´l
mega´llap´ıtottam, hogy a hata´rre´teg vastagsa´ga cso¨kken, ha n no¨vekszik (2.2-2.3 a´bra´k). A
dimenzio´mentes f ′′(η) sebesse´ggradiens az f ′′(0) = γ pozit´ıv e´rte´kto˝l monoton cso¨kken 0-ig.
Nagyobb n e´rte´kne´l a cso¨kkene´s me´rte´ke nagyobb (2.4. a´bra). Mega´llap´ıtottam, hogy az n
folya´si kitevo˝ az f ′′(0) e´rte´kre jelento˝s hata´st gyakorol; kb. n = 0.7-ig cso¨kken, ezt ko¨veto˝en
pedig monoton no˝ (2.5. a´bra) [16], [26], [23].
Newtoni ko¨zegben (n = 1) Blasius a feladat ko¨zel´ıto˝ megolda´sa´t az
f(η) = η2
∞∑
k=0
(
−1
2
)k
Akγ
k+1
(3k + 2)!
η3k
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hatva´nysorral adta meg. Az egyu¨tthato´k kisza´mı´ta´sa´ra za´rt formula nem ismert, azok az
Ak =
k−1∑
j=0
(
3k − 1
3r
)
ArAk−r−1, ha k ≥ 2,
rekurz´ıv o¨sszefu¨gge´sekbo˝l sza´mı´thato´k, ahol A0 = A1 = 1.
2. Te´zis Megmutattam, hogy az (2.5), (2.6) a´ltala´nos´ıtott Blasius-feladatra is le´tezik
f(η) = η2
∞∑
k=0
akη
3k, sor alaku´ megolda´s, ahol az elso˝ ha´rom egyu¨tthato´:
a0 =
γ
2
, a1 = − γ
3−n
5!n(n+ 1)
, a2 =
γ5−2n(21− 10n)
8!n2(n+ 1)2
,
a tova´bbi egyu¨tthato´k meghata´roza´sa´ra rekurz´ıv formula´t adtam. Kisza´mı´tottam a hatva´ny-
sor konvergencia sugara´t:
ηc = 3γ
n−2
3 [n(n+ 1)]
1
3 lim
k→∞
k
∣∣∣∣ bk(n)bk+1(n)
∣∣∣∣ 13 , amikor ak = bk(n)γ1−k(n−2)(3k + 2)!nk(n+ 1)k .
A numerikus eredme´nyek azt mutatja´k, hogy a konvergencia suga´r jelento˝sen no˝ az n folya´si
kitevo˝ no¨vele´se´vel (2.3. ta´bla´zat) [16].
A´ramlo´ newtoni folyade´kban a lamina´ris hata´rre´teget Weidman, Kubitschek e´s
Brown [76] vizsga´lta´k abban az esetben, ha a ku¨lso˝ sebesse´gprofil az U∞ = B˜yσ
hatva´nyfu¨ggve´nnyel adott, amely profilt teljesen kifejlo˝do¨tt a´ramla´s a´tlagsebesse´ge´re
Barenblatt [8] javasolt. Barenblatt e´s Protokishin igazolta´k, hogy σ = 3/(2 lnRe) [9].
A mozga´segyenlet analitikus megolda´sa Airy fu¨ggve´nnyel elo˝a´ll´ıthato´, ha σ = −1/2. New-
toni folyade´kra Magyari, Keller e´s Pop σ = −2/3 kitevo˝ esete´n megmutatta´k, hogy mı´g a´t
nem ereszto˝ s´ıklap esete´n nem le´tezik hasonlo´sa´gi megolda´s, elsz´ıva´s jelenle´te´ben van ha-
sonlo´sa´gi megolda´s [51]. Ha σ = −1/2, akkor mind elsz´ıva´s e´s beta´pla´la´s esete´n elo˝a´ll´ıthato´
a hasonlo´sa´gi megolda´s. Ha σ = 0 e´s n = 1, akkor a lamina´ris hata´rre´tega´ramla´st le´ıro´
egyenlet a Blasius-egyenlettel egyezik meg.
3. Te´zis Elo˝a´ll´ıtottam az U∞ = B˜yσ sebesse´gprofil esete´n nem-newtoni hatva´nyko¨zegre
a hasonlo´sa´gi megolda´sra e´rve´nyes pereme´rte´k feladatot. Az (1.1) folytonossa´gi- e´s (1.2)
mozga´segyenlethez ebben az esetben az
(2.9) u (x, 0) = 0, v (x, 0) = 0 e´s lim
y→∞
u (x, y) = B˜yσ
peremfelte´telek ja´rulnak, ahonnan a hasonlo´sa´gi va´ltozo´k bevezete´se´vel(
|f ′′|n−1 f ′′
)′
− αff ′′ +Mf ′2 = 0, M = − σ
(2− n)σ + (n+ 1) ,(2.10)
f(0) = 0, f ′(0) = 0, lim
η→∞
f ′(η) = A˜ησ.(2.11)
A sebesse´gkomponensek, ha n 6= 2:
u(x, y) = (K/ρ)1/(2−n)x−Mf ′(η), v(x, y) = x−(α+1) [αf(η) + βηf ′(η)] .
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Az analitikus megolda´st az f(η) = η2
∞∑
k=0
akη
3k, hatva´nysor alakban adtam meg, ahol a sor
egyu¨tthato´ira vonatkozo´an
a0 =
γ
2
,
a1 =
1
5!
(α
n
γ3−n − 2Mγ2
)
,
a2 =
1
8!
(
α(21− 10n)
n
γ2−n − 10Mγ
)(α
n
γ3−n − 2Mγ2
)
,
az ak, k > 2 egyu¨tthato´kra pedig rekurz´ıv ke´pletet a´ll´ıtottam elo˝. Numerikus sza´mı´ta´sokat
ve´geztem ku¨lo¨nbo¨zo˝ n (0.5; 1; 1.5) e´s ku¨lo¨nbo¨zo˝ σ (−1/2; −1/3; 0) e´rte´kekre (2.7-2.12
a´bra´k). A sza´mı´ta´sok alapja´n mega´llap´ıtottam, hogy a fal melletti ny´ıro´feszu¨ltse´gben sze-
replo˝ [f ′′(0)]n e´s a hata´rre´teg vastagsa´ga mind σ = 0, mind σ = −1/2 esete´n cso¨kken,
ha az n parame´ter e´rte´ke no˝. Eredme´nyeim a Cossali [32] a´ltal newtoni esetre megadott
eredme´nyeknek az a´ltala´nos´ıta´sa nem-newtoni hatva´nyko¨zegre, ha n 6= 2 [18], [22].
Elme´letileg hasonlo´ mo´don kezelheto˝ az a technolo´giailag fontos a´ramla´stani proble´ma,
amikor nyugvo´ folyade´kban mozgo´ s´ıklap felsz´ıne´n kialakulo´ hata´rre´teget vizsga´lunk. Ilyen
elja´ra´sok pe´lda´ul a meleg hengerle´s, a fe´mmegmunka´la´s e´s a folytonos o¨nte´s (l. Altan, Oh e´s
Gegel [3], Fisher [37], Tadmor e´s Kline [72]), ill. a polimerlemez folyamatos extruda´la´sa [59].
A lemez folyamatos mozga´sa a´ltal le´trehozott hata´rre´teg a´ramla´st nyugvo´ newtoni ko¨zegben
Sakiadis [59] vizsga´lta, sza´mı´ta´sait Tsou, Sparrrow e´s Goldstein [75] k´ıse´rletileg igazolta.
A me´re´si eredme´nyek igazolja´k a folytonos, mozgo´ felu¨leten a hata´rre´tega´ramla´s mate-
matikai modellje´t. Az e´rtekeze´sben egy hosszu´, folyamatosan mozgo´ s´ık felu¨let modellje´t
vizsga´ltam, amelyben a s´ık felu¨let egy pontto´l jobbra v´ızszintes ira´nyban mozog valamely
nyugvo´ ko¨zegen keresztu¨l.
Nyu´lo´ felu¨let feletti a´ramla´s jelense´ge polimerlapok extru´zio´ja´na´l e´s mu˝anyag film
hu´za´sa´na´l jelenik meg. A lap gya´rta´sa sora´n a ny´ıla´sbo´l kio¨mlo˝ olvade´kot nyu´jtja´k k´ıva´nt
vastagsa´gu´ra. A ve´gterme´k mino˝se´ge jelento˝sen fu¨gg a nyu´jta´si ara´nyto´l. Crane [33] a
hata´rre´teg a´ramla´st newtoni ko¨zegben linea´risan nyu´jtott felu¨letre vizsga´lta. Ez a proble´ma
azon keve´s esetek ko¨ze´ tartozik, amelyre a megolda´s za´rt alakban megadhato´. Weidman e´s
Magyari [77] ku¨lo¨nbo¨zo˝ t´ıpusu´ nyu´jta´si sebesse´gre vizsga´lta´k newtoni ko¨zegben a hata´rre´teg
a´ramla´st. A fizikai jelense´geket sza´mos dolgozatban elemezte´k: pl. Kumaran e´s Ramanaiah
[45], Banks [7], Magyari e´s Keller [49]. Crane a za´rt alaku´ megolda´st a´t nem ereszto˝ s´ıklapra
hata´rozta meg. A gyakorlatban hu˝te´sne´l, vagy pa´rologtata´sos hu˝te´sne´l a felu¨leten elsz´ıva´s,
vagy ko¨zeg kia´ramla´s van. A pa´rolga´s hata´sa´t a´llando´ sebesse´ggel mozgo´ a´tereszto˝ felu¨leten
Erickson e´s ta´rsai [36], ill. linea´risan no¨vekvo˝ sebesse´gu˝ felu¨leten Gupta e´s Gupta [38]
vizsga´lta´k. Tova´bbi eredme´nyeket Magyari e´s Keller [50] a´tereszto˝ nyu´jtott lapra ko¨zo¨lte.
A szerzo˝k a´ltala´ban a fizikai jelense´g matematikai modellje´nek analitikus megolda´st kere-
sik, ha ez nem le´tezik, akkor megfelelo˝, a szakemberek sza´ma´ra a gyakorlatban ele´gse´ges
ko¨zel´ıto˝ megolda´sokat javasolnak.
A 3.1 fejezetben a Crane a´ltal a newtoni ko¨zegben linea´risan no¨vekvo˝ sebesse´gu˝ nyu´jtott
felu¨letre megadott megolda´st a´ltala´nos´ıtottam arra az esetre, ha a sebesse´g a hely ko-
ordina´ta´nak hatva´nyfu¨ggve´nye´vel adott. A hata´rre´tega´ramla´s hasonlo´sa´gi megolda´sa´t ex-
ponencia´lis sor alakja´ban a´ll´ıtottam elo˝.
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O¨sszenyomhatatlan, nyugvo´ newtoni ko¨zeg Uw(x) sebesse´ggel −x ira´nyban mozgo´ s´ıklap
ko¨ru¨li staciona´rius, lamina´ris a´ramla´sa´nak le´ıra´sa´hoz az (1.1) folytonossa´gi- e´s a
(2.12) u
∂u
∂x
+ v
∂u
∂y
=
µ
ρ
∂2u
∂y2
mozga´segyenletet a
u (x, 0) = Uw(x), v (x, 0) = vw(x), lim
y→∞
u (x, y) = 0
peremfelte´telekkel vizsga´ltam a´tereszto˝ lap esete´n, ahol vw(x) a felu¨letre mero˝leges elsz´ıva´s,
vagy beta´pla´la´s sebesse´ge´t jelo¨li. A peremfelte´telben a sebesse´g a ny´ıla´sto´l me´rt ta´volsa´g
hatva´nya´nak fu¨ggve´nyeke´nt va´ltozik:
Uw(x) = Ax
κ, vw(x) = Bx
(κ−1)/2,
ahol A, B e´s κ konstantsok, A > 0. Ha B < 0, az a lapra mero˝leges elsz´ıva´snak, a B > 0
eset pedig beta´pla´la´snak felel meg. A´t nem ereszto˝ lap esete´n B = 0. A hasonlo´sa´gi
transzforma´cio´val kapott pereme´rte´kfeladat:
f ′′′ + ff ′′ − 2κ
κ+ 1
f ′2 = 0,
f(0) = fw, f
′(0) = 1, lim
η→∞
f ′(η) = 0,
ahol
fw = −B
[
Aµ
κ+ 1
2ρ
]− 1
2
.
A sebesse´gkomponensekre e´rve´nyes o¨sszefu¨gge´sek:
u(x, y) = Axκf ′(η),
v(x, y) = −
(
2µA
ρ(κ+ 1)
)1/2
x(κ−1)/2
[
κ+ 1
2
f(η) +
κ− 1
2
ηf ′(η)
]
.
Banks [7] megmutatta, hogy hata´rre´teg proble´ma´nak fizikai jelento˝se´ge csak abban az eset-
ben van, ha −∞ < κ < −1, e´s −1/2 < κ < +∞. Ne´ha´ny specia´lis κ e´rte´kre egzakt
megolda´st lehet adni. A κ = 1 esetben a´t nem ereszto˝ felu¨letre Crane adott megolda´st [33]:
f(η) = 1− e−η,
a´tereszto˝ felu¨letre pedig Gupta e´s Gupta [38]. A κ = −1/3 esetben a´t nem ereszto˝ felu¨letre
Banks [7], a´tereszto˝ felu¨letre pedig Magyari e´s Keller [50] egzakt megolda´st adott.
4. Te´zis Az Uw(x) = Ax
κ esetre a´t nem ereszto˝ e´s a´tereszto˝ lapra a´ltala´nos´ıtottam
Crane, ill. Gupta e´s Gupta megolda´sa´t f(η) = α (A0 +
∑∞
i=1Ai a
i e−αiη) , sor alakban,
ahol α > 0, A0 = 1, e´s Ai (i = 1, 2, ...) az egyu¨tthato´kat jelo¨li, amelyek meghata´roza´sa´ra
mo´dszert adtam. A sor egyu¨tthato´it kisza´mı´tottam az fw = 0 a´t nem ereszto˝ e´s fw = 1
a´tereszto˝ esetekre e´s meghata´roztam a
τw =
[
ρµA3
κ+ 1
2
] 1
2
x
3κ−1
2 f ′′(0),
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fal melletti ny´ıro´feszu¨ltse´gben szereplo˝ f ′′(0) e´rte´keket (3.1-2 ta´bla´zatok) [19].
5. Te´zis Nyugvo´ hatva´nyko¨zegben Uw sebesse´ggel mozgo´, a´t nem ereszto˝ lap mellett
kialakulo´ staciona´rius, lamina´ris a´ramla´s le´ıra´sa´kor az (1.1) folytonossa´gi- e´s az (1.2)
mozga´segyenlethez ja´rulo´ peremfelte´telek:
u (x, 0) = Uw(x), v (x, 0) = 0, lim
y→∞
u (x, y) = 0.
A hasonlo´sa´gi megolda´sok a (2.5) egyenletet ele´g´ıtik ki az
f(0) = 0, f ′(0) = 1, lim
η→∞
f ′(η) = 0
felte´telekkel. Pszeudo-plasztikus ko¨zegre ve´gzett sza´mı´ta´sok alapja´n mega´llap´ıtottam, hogy
n no¨vele´se´vel az ellena´lla´s-te´nyezo˝ben szereplo˝ [−f ′′(0)]n te´nyezo˝ e´s a hata´rre´teg vastagsa´ga
is cso¨kken [17].
A´ramlo´ ko¨zegben mozgo´ felu¨leten kialakulo´ hata´rre´teg jelense´ge to¨bb gya´rta´si folya-
matna´l elo˝fordul, pl. kene´selme´letben, polimer filmek, vagy lemezek hu˝te´se esete´n.
1968-ban Steinheuer [70] vizsga´lta mozgo´ s´ıkfelu¨leten newtoni ko¨zegben kialakulo´
hata´rre´tega´ramla´s hasonlo´sa´gi modellje´t, ha a lap mozga´sa´nak ira´nya e´s az a´ramla´s
ira´nya megegyezo˝, vagy ellente´tes; ba´r az irodalomban to¨bbnyire Klemp e´s Acrivos [44]
1972-ben megjelent cikke´t eml´ıtik. A numerikus eredme´nyek alapja´n mindke´t cikkben
mega´llap´ıtotta´k, hogy newtoni ko¨zegben ellente´tes ira´nyu´ mozga´skor hasonlo´sa´gi megolda´s
csak a ke´t sebesse´g ha´nyadosa´nak egy bizonyos e´rte´ke´ig le´tezik. Blasius-fe´le proble´ma´hoz
a megolda´sok nem egye´rtelmu˝ek, ha a felu¨let a´llando´ Uw sebesse´ggel a s´ıklemezzel
pa´rhuzamos U∞ sebesse´gu˝ a´ramla´ssal ellente´tes ira´nyban mozog. Pozit´ıv λ = Uw/U∞
ha´nyados esete´n ke´t megolda´s le´tezik mindaddig amı´g λ kisebb, mint egy kritikus e´rte´k
(λc = 0.3541. . . ), etto˝l nagyobb e´rte´kre hasonlo´sa´gi megolda´s nincs. Hussaini e´s Lakin [41]
ezt a te´nyt bizony´ıtotta, ill. Hussaini, Lakin e´s Nachman [42] pedig a megolda´sok anali-
tikussa´ga´t elemezte. Callegari e´s Nachman [29] egye´rtelmu˝ megolda´sokat igazolt arra az
esetre, ha λ < 0.
A 4.2 fejezetben nem-newtoni hatva´nyko¨zegre vizsga´ltam ezt a jelense´get. A numerikus
sza´mı´ta´sok nem-newtoni esetre is azt mutatja´k, hogy minden n hatva´nykitevo˝ho¨z megad-
hato´ egy λc kritikus e´rte´k, tova´bba´ hasonlo´sa´gi megolda´s csak akkor van, ha λ < λc. Ha
λ > λc az a´ramla´s leva´lik, a hata´rre´tegbeli ko¨zel´ıte´sek tova´bb ma´r nem alkalmazhato´ak.
Nem-newtoni hatva´nyko¨zegben a´ramla´ssal ellente´tes ira´nyu´ lapmozga´s esete´n az (1.2)
mozga´segyenlethez ja´rulo´ peremfelte´telek:
(2.13)
∂ψ
∂y
(x, 0) = −Uw, ∂ψ
∂x
(x, 0) = 0, lim
y→∞
∂ψ
∂y
(x, 0) = U∞.
A (2.4) hasonlo´sa´gi transzforma´cio´t alkalmazva η-ra e´s f -re az (1.1) e´s (1.2) parcia´lis dif-
ferencia´legyenletek a (2.5) ko¨zo¨nse´ges differencia´legyenletre vezetnek, a (2.13) felte´telek
pedig
(2.14) f(0) = 0, f ′(0) = −λ, lim
η→∞
f ′(η) = 1
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felte´telekre transzforma´lhato´k, ahol λ = Uw/U∞ a sebesse´gha´nyadost jelo¨li.
6. Te´zis A´ramlo´ nem-newtoni ko¨zegben mozgo´ s´ıklap esete´n hasonlo´sa´gi megolda´s akkor
le´tezik, ha λ < λc. A (2.5), (2.14) pereme´rte´kfeladat megolda´sa´ra iterat´ıv elja´ra´st dolgoztam
ki, mellyel meghata´roztam az f ′′(0) e´rte´keket n e´s λ parame´terekhez. Megmutattam, hogy
λc e´rte´ke no˝, ha n no¨vekszik (4.3. a´bra). Numerikus sza´mı´ta´sok alapja´n bemutattam,
hogy [f ′′(0)]n hogyan va´ltozik λ-to´l ku¨lo¨nbo¨zo˝ n-ekre (4.2. a´bra) [27]. A ny´ıro´feszu¨ltse´gben
szereplo˝ f ′′(η) grafikonjainak va´ltoza´sa´t ku¨lo¨nbo¨zo˝ λ e´rte´kekre a´bra´zolva mega´llap´ıtottam,
hogy f ′′ negat´ıv λ esete´n szigoru´an monoton cso¨kken, mı´g pozit´ıv λ esete´n maximuma´t a
hata´rre´tegben veszi fel. A λc e´rte´kekre felso˝ becsle´st adtam a´ltala´nos´ıtva Hussaini, Lakin e´s
Nachman [42] eredme´nye´t [20].
A´ramla´sba helyezett mozgo´ s´ık felu¨leten vizsga´lt hasonlo´sa´gi megolda´sokat – melyek
a (2.5), (2.6) a´ltala´nos´ıtott Blasius-feladat megolda´sai – o¨sszehasonl´ıtottam a ve´ges
te´rfogatok mo´dszere´re e´pu¨lo˝ ANSYS FLUENT kereskedelmi programmal kapott numerikus
eredme´nyekkel. Az a´ramla´s sza´mı´ta´sa´hoz a mozga´segyenletet e´s az (1.1) folytonossa´gi
egyenletet alkalmazzuk. A mozga´segyenlet dimenzio´ mentes alakja o¨sszenyomhatatlan
ko¨zeg esete´n [14]:
ρ
(
u
∂u
∂x
+ v
∂u
∂y
)
= −∂p
∂x
+ 2
∂
∂x
[
(µ
∂u
∂x
)
]
+
∂
∂y
[
µ(
∂u
∂y
+
∂v
∂x
)
]
,(2.15)
ρ
(
u
∂v
∂x
+ v
∂v
∂y
)
= −∂p
∂y
+
∂
∂x
[
µ(
∂u
∂y
+
∂v
∂x
)
]
+ 2
∂
∂y
[
(µ
∂v
∂y
)
]
,(2.16)
ahol µ a dinamikus viszkozita´st jelo¨li e´s
(2.17) µ = K
{
2
[(
∂u
∂x
)2
+
(
∂v
∂y
)2]
+
(
∂u
∂y
+
∂v
∂x
)2}(n−1)/2
.
Az ANSYS FLUENT programrendszerne´l a numerikus sza´mı´ta´sokhoz a 2D lamina´ris,
ido˝ben a´llando´ lamina´ris megoldo´t alkalmaztuk o¨sszenyomhatatlan a´ramla´sra.
O¨sszehasonl´ıtva az elme´leti (a hasonlo´sa´gi) e´s az ANSYS FLUENT-tel kapott megol-
da´sokat mega´llap´ıthato´, hogy a bele´po˝e´lto˝l ta´volodva a numerikus szimula´cio´val nyert
u(x, y)/U∞ dimenzio´mentes sebesse´g profilok mindig az itera´cio´s transzforma´cio´val sza´mı´-
tott f ′(η) hasonlo´sa´gi megolda´shoz tartanak (l. 4.11 a´bra). A kia´ramla´si sebesse´gre a
numerikus e´s a hasonlo´sa´gi megolda´sokat a 4.12-4.14 a´bra´k mutatja´k. Az (1.1), (2.15),
(2.16) e´s (2.17) egyenletrendszer u(x, y)/U∞ megolda´sai e´s a (2.5), (2.6) feladat hasonlo´sa´gi
megolda´sai ku¨lo¨nbo¨zo˝ n e´s λ parame´ter e´rte´kekre nagyon ko¨zeliek (l. 4.15-4.19 a´bra´k). A
felu¨let melletti ny´ıro´feszu¨ltse´gre az ANSYS-szal ve´gzett numerikus szimula´cio´kkal kapott
adatok jo´ egyeze´st mutatnak a hasonlo´sa´gi megolda´sokkal nyert e´rte´kekre a bele´po˝e´l egy
kis ko¨rnyezete´t kive´ve.
7. Te´zis A hasonlo´sa´gi megolda´sokat o¨sszehasonl´ıtottam az ANSYS FLUENT
kereskedelmi szoftverrel kapott numerikus megolda´sokkal mozgo´ felu¨lettel pa´rhuzamosan
zavartalan a´ramla´sban hatva´nyto¨rve´ny szerinti nem-newtoni ko¨zegben. Az (1.1) e´s
(1.2) hata´rre´teg egyenletek helyett a numerikus szimula´cio´k sora´n a teljes (1.1), (2.15),
(2.16) e´s (2.17) egyenletrendszert vettem figyelembe. A sza´mı´ta´sokban a nem-newtoni
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hatva´nyko¨zegben a nyoma´sra e´s a sebesse´g komponensekre kapcsolt egyenletrendszert oldot-
tam meg. A hasonlo´sa´gi e´s a numerikus megolda´sok o¨sszehasonl´ıta´sakor kiele´g´ıto˝ meg-
egyeze´st tala´ltam. I´gy a hasonlo´sa´gi megolda´sok verifika´lja´k az ANSYS FlUENT-tel
elo˝a´ll´ıtott megolda´sokat. Tova´bba´ a nyoma´s e´s a sebesse´g eloszla´sokra kapott numerikus
eredme´nyek a Prandtl-fe´le hata´rre´teg elme´letben tett felte´teleze´seket igazolja´k.
Azt a jelense´get, amikor egy meleg´ıtett felu¨leten a ho˝me´rse´klet gradiens va´ltoza´sa´bo´l
sza´rmazo´ felu¨leti feszu¨ltse´g va´ltoza´s a folyade´kban mozga´st hoz le´tre, Marangoni-hata´snak
nevezik. Ez sza´mos me´rno¨ki proble´ma esete´n elo˝fordul, pl. go˝z bubore´kok no¨vekede´se sora´n
[30], nanofolyade´kokban [81]), mikrogravita´cio´ban [31], ve´kony folyade´k film ku´sza´sa´na´l
[48], de jelento˝s az olajfilm kene´sben is [28], [39], [53]. Kene´selme´leti jelento˝se´ge´re Sin-
gleterry h´ıvta fel a figyelmet [66]. Annak a ke´rde´se, hogy a su´rlo´da´si ho˝ miatt a felu¨letek
e´rintkeze´se ko¨zele´ben a ho˝me´rse´klet gradiens hata´sa milyen a nem e´rintkezo˝ ge´palkatre´szek
szabad felu¨lete´n az olaj film terjede´si tulajdonsa´gaira vonatkozo´an a tribolo´gia egyik
aktua´lis ke´rde´se napjainkban. Ilyen ko¨ru¨lme´nyek gyakran elo˝fordulnak hajto´mu˝vekben,
go¨rdu¨lo˝csapa´gyakban, motor hengerekben, stb.
Az 5.1 fejezetben bemutattam a hasonlo´sa´gi anal´ızist egy, a Marangoni-hata´s a´ltal in-
duka´lt newtoni folyade´ka´ramla´sra s´ık felu¨leten. Az a´ramla´st az (1.1) folytonossa´gi- e´s a
(2.12) mozga´segyenlettel, valamint az
u
∂T
∂x
+ v
∂T
∂y
= αt
∂2T
∂y2
energiaegyenlettel ı´rjuk le. Az egyenletben αt a ho˝me´rse´klet-vezete´si te´nyezo˝t jelo¨li, azaz
αt = k/(ρcp), ahol k a ho˝vezete´si te´nyezo˝, ρ a su˝ru˝se´g e´s cp az a´llando´ nyoma´son vett fajlagos
ho˝kapacita´s. A Marangoni-hata´s a ho˝me´rse´kletmezo˝ e´s a sebesse´gmezo˝ ko¨zti o¨sszefu¨gge´ssel
jellemezheto˝ [7], [11]. A peremfelte´teleket a felu¨leten az ala´bbiak szerint vesszu¨k figyelembe:
µ
∂u
∂y
∣∣∣∣
y=0
= −σT ∂T
∂x
∣∣∣∣
y=0
,
v(x, 0) = 0,
T (x, 0) = T (0, 0) + A¯xm+1
e´s a felu¨letto˝l ta´vol (y →∞):
u(x,∞) = 0,
∂T
∂y
∣∣∣∣
y=∞
= 0,
ahol σT = dσ/dT , A¯ a ho˝me´rse´klet-gradiens egyu¨tthato´, m a kitevo˝. Napolitano e´s Go-
lia [55] megmutatta´k, hogy a Marangoni-hata´rre´teghez hasonlo´sa´gi megolda´s csak akkor
adhato´ meg, ha a felu¨leten a ho˝me´rse´klet-gradiens x hatva´nyake´nt van megadva. A ha-
sonlo´sa´gi mo´dszerrel a dimenzio´ mentes f(η) a´ramfu¨ggve´nyre a differencia´legyenlet
f ′′′ − 2m+ 1
3
f ′2 +
m+ 2
3
ff ′′ = 0
11
               dc_230_11
2. Az e´rtekeze´s eredme´nyei
alaku´ e´s a peremfelte´telek az
f (0) = 0, f ′′ (0) = −1, f ′ (∞) = 0
alakba ı´rhato´k. A Θ hasonlo´sa´gi ho˝me´rse´kletre fel´ırt egyenlet a peremfelte´telekkel:
(m+ 1)f ′Θ− m+ 2
3
f Θ′ =
1
Pr
Θ′′,
Θ(0) = 1, Θ′(∞) = 0,
ahol Pr = µ/(ραt) a Prandtl-sza´mot jelo¨li.
8. Te´zis A Marangoni-hata´s vizsga´latakor felte´telezve, hogy a ho˝me´rse´klet va´ltoza´sa
a hely-koordina´ta´nak hatva´nyfu¨ggve´nye e´s a felu¨leti feszu¨ltse´g a ho˝me´rse´klettel linea´risan
va´ltozik, az analitikus ko¨zel´ıto˝ megolda´st exponencia´lis sorral adtam meg. Ez m = 1 kitevo˝
esete´n a Crane-fe´le megolda´ssal egyezik meg [33]. Az f -re kapott megolda´s ismerete´ben
elo˝a´ll´ıtottam a ho˝me´rse´klet eloszla´st sor alakja´ban e´s megvizsga´ltam az m kitevo˝ e´s a
Prandtl-sza´m va´ltoza´sa´nak hata´sa´t. Mega´llap´ıtottam, hogy f ′ cso¨kken, ha m no˝. A termikus
hata´rre´teg vastagsa´ga mind m, mind Pr no¨vekede´se´vel no˝. Kis Prandtl-sza´mok esete´n a Θ
ho˝me´rse´klet cso¨kken Pr no¨vele´se´vel, mı´g nagy Pr-sza´mok esete´n Pr hata´sa ellente´tes [24].
Az 5.2. fejezetben azt a jelense´get vizsga´ltam, amikor hatva´nyko¨zegben mozgo´
s´ıkfelu¨letet valamely Tf ho˝me´rse´kletu˝ folyade´k alulro´l meleg´ıt. A felu¨let felett a ko¨zeg
ho˝me´rse´klete ta´vol a felu¨letto˝l T∞. Az (1.1) folytonossa´gi-, (1.2) mozga´segyenlethez e´s a
u
∂T
∂x
+ v
∂T
∂y
=
∂
∂y
(
αt
∂T
∂y
)
energiaegyenlethez csu´sza´smentes, a´tereszto˝ e´s konvekt´ıv peremfelte´telt alkalmazva:
(2.18) u (x, 0) = −Uw, v (x, 0) = vw (x) , −k∂T
∂y
= hf (Tf − Tw),
ahol hf a ho˝a´tada´si te´nyezo˝, k a ho˝vezete´si te´nyezo˝ e´s vw (x) az anyaga´tada´si sebesse´get
jelo¨li a felu¨leten. A felte´telek a felu¨letto˝l ta´vol (y →∞):
(2.19) u (x,∞) = U∞, T (x,∞) = T∞.
Ekkor az f hasonlo´sa´gi fu¨ggve´ny a (2.5) differencia´legyenletet ele´g´ıti ki a
f (0) = fw, f
′ (0) = −λ, f ′ (∞) = lim
η→∞
f ′ (η) = 1,
ahol fw = − (n+ 1) vw (x)
(
xn
µcnU
2n−1∞
) 1
n+1
a felsz´ın pa´rologtata´si me´rte´ke´t jelo¨li. Ha a ter-
mikus diffu´zio´t Zheng e´s szerzo˝ta´rsai [82] a´ltal javasolt αt = ω |∂u/∂y|n−1 , ha u 6= 0
(ω pozit´ıv a´llando´) e´s αt = 0, ha u = 0 alakban vesszu¨k fel, akkor a hasonlo´sa´gi Θ
ho˝me´rse´kletre kapott egyenlet az(
|f ′′(η)|n−1 Θ′(η)
)′
+
Pr
n+ 1
f(η)Θ′(η) = 0,
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ahol Pr = K/ρω a Prandtl-sza´m. A felte´teleknek eleget tevo˝ hasonlo´sa´gi megolda´s csak
akkor van, ha a ho˝a´tada´si te´nyezo˝ hf = cx
−1/(n+1). Newtoni ko¨zegre hasonlo´ jelense´gre
mutatott ra´ Aziz [6], Bataller [11], Ishak [43] e´s White [79], azaz hasonlo´sa´gi megolda´s csak
akkor a´ll´ıthato´ elo˝, ha hf az x
−1/2-nel ara´nyos.
A hasonlo´sa´gi Θ ho˝me´rse´kletre (2.18), (2.19) felte´telekbo˝l:
Θ′(0) = −a¯(1−Θ(0)), a¯ = c
k
(
K
ρU2−n∞
) 1
n+1
, lim
η→∞
Θ (η) = 0.
A hidrodinamikai e´s a termikus hata´rre´tegbeli a´ramla´si jellemzo˝ket MAPLE 12-vel nu-
merikusan vizsga´ltam, a sebesse´g- e´s ho˝me´rse´klet eloszla´sokat ku¨lo¨nbo¨zo¨ parame´terekre
meghata´roztam. Az x ira´nyu´ sebesse´gkomponenssel ara´nyos f ′(η) alakja´ra vonatkozo´an n
e´s λ hata´sa´t az 1. e´s 6. te´zisek tartalmazza´k.
9. Te´zis Mind a hidrodinamikai, mind a termikus hata´rre´teg vastagsa´ga no˝, ha λ
no˝, vagy Pr cso¨kken, vagy n cso¨kken. Sza´mı´ta´saink azt mutatja´k, hogy a fal melletti
ny´ıro´feszu¨ltse´gben e´s az ellena´lla´ste´nyezo˝ben szereplo˝ felu¨leti sebesse´g gradiens no¨vekszik,
ha az n hatva´nykitevo˝, vagy a felu¨leten a pa´rologtata´s sebesse´ge´t jellemzo˝ fw no˝. A felu¨leten
a ho˝me´rse´klet no˝, ha a¯ no˝, illetve ha λ vagy Pr cso¨kken. A felu¨leten a ho˝me´rse´klet gra-
diens nagyobb, ha a Prandtl-sza´m nagyobb, nagyobb dilata´ns folyade´kra, mint pszeudo-
plasztikusra, illetve nagyobb elsz´ıva´s e´s kisebb beta´pla´la´s esete´n. Az elsz´ıva´s ve´kony´ıtja
a termikus hata´rre´teget e´s no¨veli a fal melletti ho˝me´rse´klet meredekse´ge´t. A beta´pla´la´s
vastag´ıtja a hata´rre´teget e´s a profilt S-alaku´ra mo´dos´ıtja. A ho˝a´tada´s sebesse´ge a felu¨leten
nagyobb elsz´ıva´sna´l e´s kisebb beta´pla´la´sna´l. Tova´bba´ a ho˝a´tada´s sebesse´ge a felu¨leten na-
gyobb dilata´lo´ ko¨zegre, mint pszeudo-plasztikusra. Newtoni ko¨zegben (n = 1) a numerikus
eredme´nyek jo´ egyeze´st mutattak az Aziz [6] e´s Ishak [43] a´ltal megadottakkal ([21], [25]).
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